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ABSTRAK

Persamaan Benjamin Bona Mahony adalah persamaan Diferensial Parsial Non Linier. Skripsi ini bertujuan
untuk memodelkan gelombang soliter kedalam bentuk matematika yaitu menurunkan menjadi persamaan Benjamin
Bona Mahony (BBM) dan mencari solusi eksak dari persamaan BBM dengan menggunakan metode gelombang
berjalan. Gelombang soliter memiliki efek non dispersif. Non dispersif diartikan tidak ada perubahan bentuk, namun
sebenarnya gelombang soliter ini terjadi perubahan bentuk yang sangat kecil sehingga diabaikan. Model ini dibuat
dengan data dari Badan Meteorologi, Klimatologi dan Geofisika (BMKG) meliputi data tinggi gelombang, kecepatan
gelombang, periode gelombang, panjang gelombang dan sim[nlgem gelombang. Hasil prediksi dari persamaan
Benjamin Bona Mahony adalah amplitudo tetap sama yaitu 20 m. Hal ini sesuai dengan pengertian gelombang berjalan
yaitu gelombang yang hanya bergerak/merambat ke kanan dengan amplitudo yang tetap. Karakteristik dari gelombang
tersebut adalah berjalan periodik terhadap waktu dengan periode ct.

Kata Kunci: Gelombang Soliter, Persamaan Benajmin Bona Mahony, Metode Gelombang Berjalan, Selat
madura

ABSTRAC

Benjamin Bona Mahony's Equation is a Non-linear Partial Differential Equation. This thesis aims to model a solitary
wave into a mathematical form that is to decrease into the Benjamin Bona Mahony (BBM) equation and find the exact
solution of the BBM equation by using the wave method. The solitary wave has a non-dispersive effect. Non dispersive
means no change in shape, but actually this solitary wave there is a very small form change so neglected. This model is
made with data from the Meteorology, Climatology and Geophysics Agency (BMKG) including wave height data, wave
velocity, wave period, wavelength and wave deviation. The prediction results from the equation of Benjamin Bona
Mahony is the same fixed amplitude that is 20 m. This is in accordance with the sense of the current wave is a wave that
only moves | propagates to the right with fixed amplitude. The characteristic of the wave is periodic over time with
period ct.

Keywords: Solitary Waves, Equation of Benjamin Bona Mahony, Method of Walking Waves, Madura Strait.
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Pendahuluan

Indonesia sebagai negara kepulauan memiliki tantangan tersendiri terutama dari sisi pengolahan pesisir
dan laut. Salah satu tantangannya adalah pemenuhan sumber energi terbarukan mengingat wilayah geografis
Indonesia yang memiliki garis pantai terpanjang ke-dua di dunia. Salah satu sumber daya energi terbarukan
yang dapat dimanfaatkan berasgll dari laut. Laut menyimpan energi yang dapat digunakan seperti angin, arus,
pasang surut dan gelombang. Gelombang merupakan bentuk gerakan air laut yang paling mudah diamati.
Berdasarkan bentuknya gelombang terdiri dari gelombang linier dan gelombang nonlinier. Pada gelombang
linier, besar kecilnya amplitudo tidak mempengaruhi cepat rambat gelombang, contohnya pada tali. Adapun
gelombang nonlinier, cepat rambat gelombangnya dipengaruhi oleh amplitudonya, contohnya adalah
soliton. Gelombang nonlinier bhiasanya terjadi di laut dangkal (Damayanti, 2014). Contoh adalah Selat
Madura.

Selat Madura adalah selat yang memisahkan Pulau Jawa dan Madura. Jarak terdekat antara kedua pulau
ini berada di ujung barat Pulau Madura (pantai Barat Madura atau Kabupaten Bangkalan) dan di
wilayah Kabupaten Gresik serta Kota Surabaya. Salah satu contoh gelombang nonlinier yang sesuai dengan
karakteristik suatu selat atau laut kecil yang tak dalam adalah gelombang internal atau biasa disebut soliter
internal. Persamaan yang digunakan adalah persamaan Korteweg de Vies (KdV). Persamaan ini tergolong
persamaan nonlinier yang dapat mengungkapkan terjadinya fenomena soliton dalam fluida (Febrino,
Akmam, & Hi@lyati, 2014).

Salah satu model lain untuk panjang gelombang pada kelas sistem dispersif nonlinier ini yaitu Persamaan
Benjamin Bona Mahony (BBM). Pada tahun 1972, persamaan BBM dianggap solusi yang tepat bagi
EBrsamaan KdV (Damayanti, 2014). Persamaan ini dipelajari oleh Benjamin, Bona, dan Mahony (1972)
sebagai perbaikan persamaan KdV untuk memodelkan gelombang gravitasi permukaan yang panjang dengan
amplitudo kecil menyebar secara uni-directionally dalam suatu dimensi.

Beberapa kajian mengenai persamaan Benjamin Bona Mahonny (BBM) sudah banyak yang meneliti
antara lain Kuru, Negro, Nieto (2007) yang mengkaji tentang solusi gflombang berjalan yang umum di
persamaan Benjamin Bona Mahonny, Pritchard dan Scoot (1995) yaitu meneliti solusi numerik persamaan
Benjamin Bona Mahonny (BBM) dengan salah satu metode yang dikenalnya dan Damayanti (2014)
meneliti tentang persamaan Benjamin Bona Mahonny

untuk solusi eksaknya. Berdasarkan penelitian tersebut belum ada yvang meneliti tentang pengukuran
tinggi gelombang di Selat Madura dengan menggunakan persamaan Benjamin Bona Mahony (BBM),
sehingga dalam proposal skripsi ini mengambil judul “Model Nonlinier Menggunakan Benjamin Bona
Mahony (BBM) dengan pengukuran tinggi gelombang di Selat Madura™.
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Metode Penelitian
langkah-langkah dalam pembentukan metode BBM pada pengukuran tinggi gelombang di Selat
Madura akan dapat dilihat dalam diagram alir secara khusus pada Gambar 1.

/ Mendapatkan /

V2

| Membentuk Persamaan Differensial Dengan Integral I

| Menggunakan Deret Maclaurin Untuk Menyelesaikan |

!

| Membentuk Persamaan Benjamin Bona Mahony |

\

| Mencari Solusi Dengan Metode Gelombang |

Gambar 1. Diagram Alir Metode metode BBM pada pengukuran tinggi gelombang di Selat Madura
[Edengan keterangan sebagai berikut:
Langkah-langkah penyelesaian persamaan Benjamin Bona Mahony dengan metode gelombang berjalan :
1. Diasumsikan penyelesaian dari persamaan diferensial parsial tersebut adalah u(x,t) = (&) dengan & =
x — ct dan dengan c adalah kecepatan gelonf{ang.
2. Subtitusi u(x, t) = f(&) dengan § = x — ct tersebut dalam persamaan Benjamin Bona Mahony.
3. Mencari penyelesaian dari persamaan Benjamin Bona Mahony yang tersubtitusi.
4. Mentransfer kembali u(x, t).

dari keempat langkah tersebut maka didapatkan solusi persamaan Benjamin Bona Mahony yaitu:

-1
(x —ct)

u(x,t) = f(&) = 3(c — 1)sech? %

Y ang merupakan penyelesaian gelombang berjalan dengan amplitudo 3(c — 1) dengan kecepatan c.
HJI Penelitian dan pembahasan
1. Pembentukan Persamaan Benjamin Bona Mahony (BBM)
Ada berbagai macam jenis gelombang di alam semesta ini salah satunya adalah gelombang soliton.
Soliton merupakan gelombang yang memiliki sifat:
1. Terlokalisasi dan merambat tanpa perubahan bentuk maupun kecepatan.
2. Stabifffnelawan tumbukan dan mempertahankan identitasnya.

Gelombang soliter adalah gelombang yang mempunyai bentuk permanen, teratur, tak terdispersi.
Kecepatan perambatan soliter sangat tergantung pada besar kecilnya amplitudo yang dimilikinya. Semakin
besar amplitudo suatu gelombang soliter, semakin cepat perambatannya. Jadi jika ada dua gelombang soliter
yang merambat dengan amplitudo yang berbeda dimana soliter dengan amplitudo lebih besar berada di
belakang, maka pada suatu saat soliter tersebut berinteraksi setelahnya akan kembali ke bentuk semula
(Satiawan, 1994).

Gelombang soliter biasanya disebut juga dengan gelombang tunggal karena gelombang berjalan ini hanya
terdiri dari satu puncak gelombang. Apabila gelombang memasuki perairan yang sangat dangkal, amplitudo
gelombang menjadi semakin tinggi, puncaknya menjadi semakin tajam dan lembahnya menjadi semakin

datar. Gelombang tunggal merupakan gelombang translasi, dimana kecepatan partikel air hanya bergerak
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dalam arah rambatan gelombang (Satiawan, 1994). Gelombang soliter memiliki efek non dispersif yaitu
gelombang ini memiliki pola yang tetap ketika merambat. Dengan u adalah simpangan gelombang c¢; adalah
kecepatan gelombang yang mendekati konstan, t menyatakan waktu sedangkan x

menyatakan jarak. Diasumsikan gelombang memiliki kecepatan ¢y > 0 dengan arah menuju x positif, maka
akan didapat persamaan (4.1)

U + oy =0 (4.1)

Jika efek dari panjang gelombang berhingga diabaikan, maka efek nonlinier yang kecil pada
rambatan gelombang di arah x positif mengikuti cara berikut. Selanjutnya gelombang soliter merambat tanpa
terjadi perubahan bentuk namun ternyata terdapat perubahan bentuk yang kecil dan perubahan itu diabaikan.

Pada persamaan linier (4.1) memiliki kecepatan yang sama yaitu z—fz cp . pendekatan dari kecepatan

menjadi bergantung linier di u , maka didapat persamaan (4.2)

1 fdx

(G Drsean =110 (G2

Dimana b konstan dan bergantung linier di |bu| yang sangat kecil, maka artinya

B = cU(e >0) (4.3)

Setelah itu subtitusikan persamaan (4.2) ke persamaan (4.1) maka didapatkan

up + (cg+ cghw)u, =0

wy + Coity + cobun, =0

Up + coUy + €coUU, = 0 (4.4)
hubungan dispersi diantara frekuensi (w) dan angka gelombang (k) dapat dibentuk ke dalam persamaan
4.5)

w = ke (Ig) 4.5)

dengan ¢ merupakan kecepatan gelombang.

Hubungan dispersi tersebut berlaku pada persamaan gelombang harmonik sederhana. Hasil dari
gelombang harmonik sederhana menggunakan prinsip fourier, dengan asumsi solusinya adalah u(x, t). untuk
setiap t, fungsi x pada interval (—oo, c0) yang menggunkan integral fourier, maka dapat dibentuk persamaan
(4.6)

uy +cp(lu), =0 (4.6)

dimana L adalah transformasi linier yang didefinisikan oleh
Lu=—=[" [ D ikC-Dy (¢, Hudédk (4.7)

2wl ' '

T o
dengan ¢y = c(0). Persamaan (4.7) tersebut merupakan bentuk dari Integral Fourier. Menggunakan Deret
Maclaurin

! 1) " 0 . e 1) .
FO) =@ +10x 4 L0y L0y (4.8)
maka untuk kasus c(k)dengan menggunakan Deret Maclaurin
c(k) = co(1 — a?k?)

coar? = —%c”(O) >0 (4.9)
selanjutnya, dengan penggunaan indeks skala variabel yaitu

X =€ x (4.10)

T =€z cot @.11)

dengan mensubtitusikan u = (E) U(X,T) kedalam persamaan (4.6) yaitu U/ dikembalikan lagi ke U karena
awalnya u disubtitusikan ke U
u +cp(Lw), =0
u
Ty + Co5y = 0

((f)uexm) e o(L(ucxm)

;] —_— ) 0 ) i) =0
E‘l}{ 2Cp 51/' 2
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() aweery) | G auexy) _

1

L or e ax
e/ ez
€/2¢, 8(UXT)) n eV2c, d(LUKT)) _ 0
3/1: ar b ax
€/2¢y (A(UXT)) | (LUXTIN
( ( )" i) )=¢
a(uxT)) | A(LUXTI _
ar T ax )_0
ou ‘ow _
ar = ax
Up+ (LU =0
Ur+ (LU)x =0 (4.12)
dengan
1
LU=—[" [ —C(EZK)eiK(X—E]dEdK (4.13)
€ 2nl-wl-w g ’
1
c GEK)
dan fungsi diubah menjadi Deret Maclaurin

1
(eik)
——— =1+ A4, €" K2 (A = —a®) (4.14)
0 2

jika konvergen untuk semua €zK , maka persamaan (4.13) ekuivalen ke bentuk persamaan (4.15)

LU=1+Y2(-1)"A, € az"U (4.15)
Untuk € < 1 konvergen, maka persamaan (4.15) memenuhi pendekatan persamaan (4.16)
LU= U+ eaUyy (4.16)

Lalu subtitusi persamaan (4.16) ke dalam persamaan (4.6)
Ur+ (LeDx =0
UT + (U + EaZUX)()X =0

(1] Up + Uy + ea?Uyyx =0 (4.17)
dari persamaan (4 4) dan persamaan (4.17) di dapat persamaan (4.18)

Up + Uy + e(UUy + a?Uyyy) =0 (4.18)
selanjutnya karena Uy = —Uy maka persamaan (4.18) ekuivalen dengan persamaan (4.19)

Up+ Uy + e(UU @a?Uyyr) =0  (4.19)

Persamaan (4.19) sudah bisa disebut persamaan Benjamin Bona Mahony (BBM) secara umum,
namun untuk mempermudah persamaan (4.19) dapat diubah dengan mengganti nilai € = 1 dan «? = 1 maka
menjadi persamaan (4.20)

U + U +F UU —Uye = 0 (4.20)
2. Solusi Eksak Persamaan Benjamin Bona Mahony (BBM)

Salah satu metode yang dapat digunakan untuk mencari solusi dari persamaan Benjamin Bona
Mahony adalah metode gelombang berjalan. Dibawah ini akan ditunjukkan pesamaan Benjamin Bona
Mahony yafff mempunyai solusi dalam bentuk gelombang berjalan yang berbentuk u(x, t) = f(¢) dengan
¢ = x — ct dan dengan ¢ adalah kecepatan gelombang .

Bentuk persamaan Benjamin BonfJMahony (BBM) sebagai berikut:

U + Uy +UU — Uy =0 (421)

Penyelesaian persamaan (4.21) yang akan dicari adalah penyelesaian gelombang berjalan yang
berbentuk u(x,t) = f(&) dengan & = x —ct.

Misalkan penyelesaian persamaan tersebut bentuk seperti persamaan (4.22) sebagai berikut:

uCx, = f(x—ct) = f(§) (422
dengan ¢ > 1 adalah suatu konstanta yang menyatakan kecepatan gelombang.

Subtitusi persamaan (4.22) ke (4.21) maka akan diperoleh
—f'+f'+ff +cf"=0

—(c-1f'+ff +cf"=0 (4.23)
dengan f' = j_j;: , lalu mengintegralkan persamaan (4.23) maka menjadi
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@-Df +5f2+cf =4, (422)
dengan A adalah suatu konstanta integrasi. Jika kedua ruas dari persamaan (4.24) dikalikan dengan 2" maka
menjadi,

2f ' [~(e = Df +5 2+ ¢f "] = 21 D)

[(c—D2f'f+cf"]=2f'A
kemudian di integralkan akan didapat,

[~c—Of2+3f2 +cf"| = 24f + B

atau
2Lz Tlen  oAr B
f—gcf+cf+26f+c ) .
dengan B merupakan suatu konstanta integrasi, dan jika % = Adan g = B maka menjadi persamaan (4.25)
fr=—3cf3+=f2+24f +B (4.25)

jika f(&) dipilih positif sedemikian sehingga f, f’ dan ' menuju nol, untuk ¢ menuju +co , maka
penyelesaian yang didapat disebut dengan gelombang soliter. Dalam hal ini A dan B sama dengan nol
sehingga persamaan (4.25) menjadi

2 1 .- c=1 .-
[ =5+ f
3 c
atau

L R )
fr=|=3¢f°+—f

£2 ("6;1—3—16 ) (4.26)
karenaf’zz—’;maka,
df _ [,ofc-1 1
=T -%0)
dg = —ZL

(5 =5s)
Jde=[—Z—

(=)

§=—2— (4.27)

(5 5)

selanjutnya dengan subtitusi f = 3(c — 1)sech?0 (prasetio, 1985) ke persamaan (4.27), menjadi
6(c—1)sech?d tanh 6 d6
J(B(e—l)secnzﬂ)z[C;;—;(S(c—l)secnzﬂ)]

f 6(c — 1)sech®d tanh @ do

3(c — 1)sech?0 ‘] B - Dsech20)
6(c — 1)sech?d tanh 0 d@

3(c— l)sechZSJ[% (1- sechZG)]
6(c — 1)sech®d tanh 6 d6

3(c — Dsech?6 [“=+ tanh?6)]

6(c — 1)sech?8 tanh 0 de

3(c — 1)sech?8 C; Lianh o
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B j 2do
c—1

@) (4.28)

(4.29)
Persamaan (4.29) disubtitusikan ke persamaan f = 3(c — 1)sech?6, maka diperoleh

ux,t) = f(&) = 3(c — 1)sech? [% —(x- ct)] (4.30)

jadi solusi dari persamaan (4 21) adalah,

c—1

u(x, t) = f(&) = 3(cl)sech? % (x — —ct)

berikut menyatakan kurva gelombang u(x, t)

ux,t) = f(&) = 3(c — 1)sech? [%E(x —ct)]

Gambar 2 kurva gelombang dua dimensi terhadap posisi x
Pada Ganiffjr 2 tiap warna menunjukkan gelombang pada tiap satuan waktu dalam hal ini adalah
jam. Terlihat pula bahwa dengan bertambahnya waktu maka gelombang hanya akan berjalan ke kanan
sepanjang sumbu X tanpa merubah bentuknya dengan amplitudo yang tetap yaitu 20 m. Hal ini sesuai dengan
pengertian gelombang berjalan yaitu gelombang yang hanya bergerak/merambat ke kanan dengan amplitudo
yang tetap. Karakteristik dari gelombang tersebut adalah berjalan periodik terhadap waktu dengan periode
ct.

Berikut ini adalah grafik tiga dimensi dari data tinggi gelombang selama 24 jam pada bulan Februari 2017.

Gambar 3 kurva gelombang dua dimensi terhadap waktu t

ISBN: 978-602-14286-7-2
E-I55N: 2654-7775




Prosiding National Conference on Mathematics, Science, and Education (NACOMSE)
“Peranan MIPA dan Pembelajarannya di Era Revolusi Industri 4.0"
Pamekasan, 22 September 2018

Gambar 3 memperlihatkan profil yang tidak jauh berbeda. Pada Gambar 4.1 merupakan Gambar
pada dua dimensi, sedangkan pada Gambar 4.3 merupakan permukaan gelombang yang dilihat pada dimensi
tiga. Dari Gambar 4.2 nampak bahwa amplitudo gelombang yaitu 20 m.

Kesimpulan Dan Saran
1.Kesimpulan
Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan yang dilakukan pada data tinggi gelombang di Selat Madura,
diperoleh kesimpulan adalah hasil §fediksi dari persamaan Benjamin Bona Mahony dengan u(x,t) adalah
amplitudo tetap sama yaitu 20 m. Hal ini sesuai dengan pengertian gelombang berjalan yaitu gelombang
yang hanya bergerak/merambat ke kanan dengan amplitudo yang tetap. Karakteristik dari gelombang
tersebut adalah berjalan periodik terhadap waktu dengan periode ct.
2 Saran
EBran yang diusulkan untuk pengembangan penelitian ini adalah sebagai berikut :
1. Menganalisis gelombang soliter dan penurunannya kedalam persamaan Diferensial Parsial yang lain.
2. Mencari solusi persamaan Benjamin Bona Mahony (BBM) lain dengan metode cosinus dan metode
jacobian.
3. Dilakukannya analisis kembali dengan menggunakan tinggi gelombang tapi sebelum memprediksi
harus tahu seberapa dangkal gelombang soliternya.
4. Melakukan analisis pada tempat yang berbeda dan memiliki hubungan spasial antar variabel.
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